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Présentation du sujet

• Le principe :

se mettre en situation de recherche sur un 
problème mathématique ouvert et 
observer la spécificité de ce type d’activité. 

• Le sujet :
Les nombres premiers



Une première approche

• La conjecture de Goldbach (1690-1764)

Tout entier pair  supérieur à 3 est
somme de deux nombres premiers 



Une première approche

Conclusions :

• Aucune activité structurée notable

• Stratégie : exploration de champs 
connus ou découverts récemment.

Théorème de Chen (1966)

Tout entier pair  suffisamment grand
est somme d’un nombre premier et d’un nombre 

semi-premier 



Redéfinition du sujet

Théorème d’Euclide sur les nombres premiers

Il existe une infinité de nombres premiers
Conjecture sur les nombres premiers jumeaux:

Il existe une infinité de 
nombres premiers 

jumeaux



Soit {p1 ; p2;……. pn } une liste de nombre premiers.

Aucun de ces nombres ne divise pn !+1. Il existe donc 
un nombre premier p qui n’appartient pas à cette 
liste.

La preuve d’Euclide



Une démonstration familière 

Raisonnement par l’absurde :
Supposons qu’il existe un nombre fini de 
nombres premiers.
Soit pM  le plus grand des nombres premiers,
pM  !+1 > pM   n’est divisible par aucun 
nombre premier
⇒ Contradiction : il y a une infinité de 
nombres premiers. 



Euclide et les nombres de Fermat

        Fn =  

m ∣Fk  et m ∣Fn  ⇒ m ∣ 
2 

∀i,j et i ≠ j : Fi  Fj  = 1 



Hillel Furstenberg : 
une preuve topologique

Na,b = {a + nb : n ∈ ℤ} ; a ;b ∈ ℤ et b > 0

[O ⊆ ℤ ouvert]⇔ [O = ∅ ou ∀ a ∈O ∃b > 0 : Na,b ⊆O ] 

(1): O  non vide ⇒ O  infini
(2): Na,b  ouvert par définition
(3): Na,b  fermé Na,b = ℤ \ 

 

ℤ \ 
ℙ fini ⇒  fermé ⇒  ouvert 

 



L’argument d’Euler

 

diverge



Une preuve de Erdős

Par l’absurde : supposons queconverge :

∃n :  ≤    

Soit N ∈ ℕ; {1;….;N } = A⋃B

A : ensemble des nombres divisibles par au moins un 
pn+i
B : le complémentaire de A dans {1;….;N } 

 

 

 

 



Une preuve de Erdős

Card(A ) ≤  +  +------ ≤    ≤ 
Card(B ) ≥ 
Soit r ∈B  tq : r = m²q 
q sans facteur premier carré : 2n choix possibles
m ≤ ≤

 ≤  Card(B ) ≤

 

   



Viggo Brun et la conjecture des 
nombres premiers jumeaux

 

converge



Premier travail
 Premières conclusions

L’idée :

Trouver une preuve de l’infinité des nombres premiers 
utilisant le théorème de Wilson

p  premier si et seulement si : (p 
-1)! + 1 ≡ 0 [p]

Trouver une caractérisation des 
nombres premiers jumeaux utilisant le 

théorème de Wilson



Premier travail
 Premières conclusions

• Importance de la définition du sujet

• Phénomène de contrat

• Organisation du travail

• Processus d’autocontrôle



Reprise de l’étude

Une preuve de l’infinité de l’ensemble des 
nombres premiers  à l’aide du théorème de Wilson



Reprise de l’étude

Raisonnement par l’absurde :

On suppose ℙ fini ⇒ pM le plus grand des nombres 
premiers.

On pose : ℕM = {n ∈ℕ et n >pM  }

On définit la fonction f  :

 ℕM   → ℚ

f  : f   ne prend pas de valeur entière 

n ↦ 

•  



Reprise de l’étude
Montrons que n ⌃ (n – 1)! + 1 = 1

Soit m ∣ n    et  m ∣ (n – 1)! + 1 

m < n sinon, d’après Wilson : n premier.

Donc :  m ∣ (n – 1)!

Et : m ∣ (n – 1)! + 1 d’où m ∣ 1 donc m  = 1 

Donc : ∀ n ∈ ℕM  : n ⌃ (n – 1)! + 1 = 1

pM ! ∈ ℕM   donc : pM ! ⌃ (pM ! – 1)! + 1 = 1

Or pM ! est divisible par tous les nombres premiers ⇒ Contradiction



Reprise de l’étude

Une caractérisation des nombres premiers 
jumeaux  grâce au théorème de Wilson



Reprise de l’étude

Condition nécessaire et suffisante pour que deux 
entiers p et p+2 soient tous les deux premiers:

4(( p - 1)! + 1) + p ≡ 0 [ p (p+2)]

P.A. CLEMENT – Janvier 1949







Théorème de P.A. CLEMENT : condition suffisante

Soit p un entier tel que p et p +2 
soient premiers.

Wilson ⇒ (p + 1)! + 1 ≡ 0 [ p +2]
⇔ p(p+1)(p -1)! + 1 ≡ 0 [ p +2]

p(p+1) = p ² + p ≡ p ² + p + (p +2) [ p +2]

≡ p (p + 1 + 1) + 2 [ p +2]
≡ 2 [ p +2]



Théorème de P.A. CLEMENT : condition suffisante

Donc :

(p + 1)! + 1 ≡ 0 [ p +2] ⇔ 2(p – 1 )! + 1 ≡ 0 [ p +2]

D’où:

 2(p – 1 )! + 1 = k (p + 2)

Et:

2(p – 1 )! + 1 = (p – 1 )! + 1 + (p – 1 )! = 2p + 2k

≡0 [p] ≡- 1 [p] ≡0 [p]

Donc : 2 k + 1≡0 
[p]



Théorème de P.A. Clement : 
condition suffisante

On a :

4(( p - 1)! + 1) + p =

2(p – 1 )! + 1 + 2(p – 1 )! + 1 + 2 + 
p =

2(2(p – 1 )! + 1 ) + p + 2 =

2(k (p + 2)) + p + 2 =

(2k + 1)(p + 2)≡0 [p] ≡0 [p + 2]

≡0 [p( p + 2)]



Théorème de P.A. CLEMENT : condition nécessaire

Soit n un entier tel :

4(( n - 1)! + 1) + n ≡ 0 [ n (n +2)]

4(( n - 1)! + 1) = k n (n +2) – n = n (k n (n 
+2) – 1)
Donc : 4(( n - 1)! + 1) ≡ 0 [n ]
( n - 1)! + 1 impair et 24 ∤ 28

⇒ Wilson : n est premier.



Théorème de P.A. Clement : 
condition nécessaire

4(( n - 1)! + 1) = k n (n +2) – n = n (k n (n +2) – 1)
4( n - 1)! = n (k n (n +2) – 1) – 4
4( n + 1)! = n² (n + 1)(k (n +2) – 1) – 4n (n + 1)
4(( n + 1)!+1) = n² (n + 1)(k (n +2) – 1) – 4n (n + 1)+4

P(X  )= X ² (X + 1)(k (X +2) – 1) – 4X (X + 1)+4
P(-2) = 0

4(( n + 1)!+1) ≡ 0 [n +2] ⇒ Wilson : n + 2 est premier.



WILSON - CLEMENT

Soit p* le plus grand des nombres premiers tq : p* + 2 
non premier.
ℙ * : ensemble des nombres premiers > p*

 ℙ * → ℚ

f  :
p ↦ 

Wilson ⇒ p ∣ (p – 1)! + 1 donc f (p) =  = 

 



Wilson - Clement

Propriété : 
∀p ∈ ℙ * : ( p +2) ⌃(4  + 1) = 1

 



Wilson - Clement

Lemme : 
m ∣ p +2  ⇒ m ∣ (4 )

 



WILSON - CLEMENT

Soit m ∣ p +2 et   m < p +2
m est impair
p ∤ m  ⇒ m ∣ 4( p – 1 )! + 4 + p
Or m < p  donc m ∣ 4( p – 1 )! 
D’où : m ∣ 4 + p

m ∣  p + 4
m ∣ p +2

Or m est impair ⇒  m = 1

⇒  m ∣ ( p+4) – ( p+2) = 2



Conclusions

Sur l’activité effectuée :

• Définition du sujet

• Phénomène de contrat

• Organisation du travail

• Autocontrôle

• Gestion du temps



Conclusions

ESFI : Enseignement ordinaire en classe.

• Tâches complexes

• DI

• Classes Freinet

• Narrations de recherche

• SiRC

• Problèmes ouverts

• (PER)



Conclusions

Une activité mathématique à par entière :

la création d’exercices

• Résolutions de systèmes d’équations

• Développement/Factorisation de trinômes du 
second degré

• Concours de recrutement des enseignants



Conclusions

Formation initiale et continue des 
enseignants

• TER

• Hippocampe
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